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離散空間上における位相点作用素のシンプレクティック共変性
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The phase point operator ∆(q, p) is a quantum counterpart of classical phase point (q, p). Its
discrete version was formulated for an odd number of lattice points by Cohendet et al. and even
case by Leonhardt. They both have symplectic covariance which is of fundamental importance in
quantum mechanics. But its explicit form of the projective representation of the symplectic group
which appears in the covariance relation is not yet known. We show in this paper the existence and
uniqueness of the representation and a method to construct it using the Euclidean algorithm.
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1. 緒　言
1932年にWignerによってWigner関数が発見され，
熱力学の量子補正の研究に導入された [1]．近年では量子
光学や量子カオス，量子計算などの分野でWigner関数
が応用され，特に量子-古典対応が重要となる研究にお
いて再び注目を集めている．一方，離散空間上のWigner
関数の歴史は比較的新しく，1987年のWoottersによっ
て素数の格子点からなる離散空間上に対して [2]，また
同年 Cohendet et al.により整数スピンに対応する奇数
個の格子点からなる離散空間上 (奇数次元の離散空間
上)の場合に定式化された [3]．偶数個の格子点からな
る離散空間上でのWigner関数の振る舞いは奇数の場合
とは大きく異なり，その後 1995年に Leonhardtは半整
数スピンに対応する偶数次元の離散空間上にWigner関
数を構成したが，仮想的な自由度 (ghost variable)を取
り入れる必要があった [4]．
Wigner関数は運動量方向に積分すると位置方向の分
布関数に，位置方向に積分すると位置の Fourier変換で
与えられる運動量方向の分布関数となり (周辺則)，分
布関数としての振る舞いを示す．しかし，その値は負
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にもなる為，擬分布関数と呼ばれている．また，この
周辺則を満たす関数は複数あるが，連続空間上の場合，
回転対称性を考えるとWigner関数が一意に決まること
が知られている．
シンプレクティック変換は正準交換関係を不変にす
るため，量子力学において重要な対称性となっている．
連続空間上や奇数次元の離散空間上では，Fourier作用
素で挟むと 90度回転する（シンプレクティック変換の
一部である）という線形の正準変換の中で一番簡単な
Fourier共変性が既に知られている．本論文では，奇数，
偶数次元の離散空間上で Cohendet et al.や Leonhardt
によるWigner関数から導かれる位相点作用素が，シン
プレクティック共変性を満たすこと，またそのような
シンプレクティック変換の群の射影表現が存在し，か
つ唯一であることを示す．
以下 1～5章では，離散空間上での位相点作用素の基
礎的事項について述べる．6章では，シンプレクティッ
ク共変性について説明する．7章では，シンプレクティッ
ク共変性に必要なシンプレクティック変換の群を離散
空間上で定義し，それが 2つの元 (h+, h−)から生成
されることを示す．8章では，シンプレクティック群の
ユニタリ射影表現 U(S)が存在し，更に一意的である
ことを証明する．9章では，7章で示した 2つの元から
低い奇数次元の離散空間上において U(h+), U(h−)を
必要条件から求め，一般の奇数次元での形を予想する．
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そしてその予想した形が，位相点作用素をシンプレク
ティック共変性を満足することを確認する (十分性の確
認)．10章では，9章と同様に偶数次元の離散空間上に
おいて U(h+), U(h−) を必要条件から求めるが，7 章
で定義したシンプレクティック変換の群では射影表現
を満足していないことが分かった．そこで改めて仮想
的な自由度 (ghost variable)を考慮し，格子点の数を 2
倍としたシンプレクティック変換の群を再定義し，一
般の偶数次元でシンプレクティック共変性を満足する
U(h+), U(h−)を決定した．
2. 連続空間上のWigner関数
2.1 Wigner関数
Wigner関数はもともと古典的な位相空間上の関数で
あり，一般的には次のように定義される．
W(q, p) = 1
2πℏ
∫ ∞
−∞
dreipr/ℏψ∗(q +
r
2
)ψ(q − r
2
) (1)
これを運動量方向と位置方向にそれぞれ積分すると，∫ ∞
−∞
W(q, p)dp = |ψ(q)|2 (2)∫ ∞
−∞
W(q, p)dq = |ψ˜(p)|2 (3)
となる．すなわち，Wigner関数を運動量方向に積分す
ると位置方向の分布関数，位置方向に積分すると位置
の Fourier 変換で与えられる運動量方向の分布関数に
なり，いわゆる周辺則を満たしている．このことから
Wigner関数は，量子力学的な分布関数に相当するもの
であることが分かる．しかし，その値は負にもなるこ
とから擬分布関数と呼ばれている．
2.2 位相点作用素
Wigner関数から導かれる，状態によらない構造的な
部分を位相点作用素∆(q, p)と定義する．
W(q, p) = 1
2πℏ
Tr[ρ∆(q, p)] , ρ = |ψ⟩⟨ψ| (4)
具体的に座標表示では
∆(q, p) =
∫ ∞
−∞
dreipr/ℏ|q + r
2
⟩⟨q − r
2
| (5)
となり，運動量表示では
∆(q, p) =
∫ ∞
−∞
dse−iqs/ℏ|p+ s
2
⟩⟨p− s
2
| (6)
となる．
これらの作用素を用いて，次のように古典的なハミ
ルトニアンをWeyl順序で正準量子化したハミルトニア
ンに変換することができる．
Hˆ(qˆ, pˆ) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
dqdpH(q, p)∆(q, p) (7)
このため位相点作用素∆(q, p)は古典的位相点（q, p）に
対応する量子的な作用素と考えられる．
また，位相点作用素は Wigner 関数の周辺則に対応
して∫ ∞
−∞
dp∆(q, p) = |q⟩⟨q| (8)∫ ∞
−∞
dq∆(q, p) = |p⟩⟨p| (9)
を満たす．位相点作用素を考える利点として，量子化
の対象を拡大できることが挙げられる．
3. Cohendet et al.によるWigner関数と
位相点作用素・Weyl作用素
ここからは離散空間上のWigner関数について述べる．
本章では，Cohendet et al.が奇数個の格子点からなる
離散空間上 (奇数次元の離散空間上)に構成したWigner
関数と，そこで用いられる位相点作用素とWeyl作用素
について述べる [3]．
3.1 Weyl作用素の定義
Cohendet et al.は奇数次元の離散空間上にWigner関
数を構成するにあたり，まずWeyl作用素を定義してい
る．そのオリジナルの定義式が次式である．
(WC
′
m,nφ)(k) = exp
(
−4πimn
N
+
4πink
N
)
×φ(k − 2m) (10)
ここで，m,n, k ∈ I = {−N−12 ,−N−32 , · · · , N−32 , N−12 }
でありN を法として考える．
3.2 演算子の定義
位相演算子，シフト演算子，反転演算子を以下，計
算の便宜の為次のように定める．
位相演算子Qは次式のように定義される行列である．
Q =
∑
k
|k⟩ωk⟨k| (11)
ここで，1の原子N 乗根を ωとしている．
ω = exp
(
2πi
N
)
(12)
次にシフト演算子 P は次式のように定義される行列で
ある．
P =
∑
k
|k − 1⟩⟨k| (13)
これらQ,P には交換関係として次式のような関係が導
かれる．
PQ = ωQP (14)
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これらQ,P には交換関係として次式のような関係が導
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また，反転演算子 T は次式のように定義される行列で
ある．
T =
∑
k
| − k⟩⟨k| (15)
先ほどのWeyl作用素を I のインデキシングにおい
て位相演算子とシフト演算子を用いて表すと，
WC
′
m,n = ω
−2mnQ2nP−2m (16)
となる．
3.3 位相点作用素の定義
Cohendet et al.は次に，式 (16)のWeyl作用素の T 変
換として位相点作用素を定義している．
∆Cm,n =W
C ′
m,nT = ω
−2mnQ2nP−2mT (17)
この位相点作用素は以下のような性質をもつ．
∆C
†
m,n = ∆
C
m,n (18)
(∆Cm,n)
2 = 1N (19)
Tr(∆C
†
m,n∆
C
m′,n′) = Nδm,m′δn,n′ (20)
WC
′†
m′,n′∆
C
m,nW
C ′
m′,n′ = ∆
C
m−2m′,n−2n′ (21)
∆Cm,n∆
C
m′,n′
= exp
[
8pii
N
(mn′ − nm′)
]
∆C−m′,−n′∆C−m,−n (22)
3.4 Wigner関数の定義
そして最後に式 (17)の位相点作用素を用いて，連続
の場合と同様に奇数次元の離散空間上のWigner関数は
次のように定義される．
Wm,n = 1
N
Tr
[
ρ∆Cm,n
]
, (ρ = |ψ⟩⟨ψ|)
=
1
N
⟨ψ|∆Cm,n|ψ⟩ (23)
このWigner関数は連続空間の場合と同様に，周辺則を
満たすことを求めることができる．
4. LeonhardtのWigner関数
次に，Leonhardtが構成した偶数個の格子点からなる
離散空間上（偶数次元の離散空間上）でのWigner関数
について述べる [4]．
4.1 Leonhardtの記述したWigner関数
Leonhardtが構成したWigner関数は，奇数，偶数次
元の離散空間上において成り立つが，偶数次元の場合
整数点の間に仮想的な自由度 (ghost variable)を導入す
ることによってWigner関数の構成を可能にしている．
まず，特性関数と呼ばれる次の関数を定義する．
W˜Lm,n ≡
N−1∑
k
exp
[
−4pii
N
m(k + n)
]
⟨k|ρ|k + 2n⟩ (24)
ここで，Leonhardtは特性関数を 4piで二重逆 Fourier変
換したものを離散的なWigner関数と定義している．
Wµ,ν ≡ 1
D2
∑
m,n
exp
[
4pii
N
(mν + nν)
]
W˜Lm,n (25)
また，式 (25)に式 (24)を代入したものは次のように書
ける．
Wµ,ν = 1
D
∑
m
exp
(
4pii
N
mν
)
⟨µ−m|ρ|µ+m⟩ (26)
式 (25) は奇数，偶数両次元の離散空間上で周辺則を
満たす Wigner 関数である．ただし，奇数次元の場
合 (µ, ν) が整数の位相空間，D = N で構成され，
I = {−N−12 ,−N−32 , · · · , N−32 , N−12 } の範囲で和をと
る．偶数次元の場合には，(µ, ν)が整数とその間に半
整数を入れた位相空間，D = 2N で構成され，I ′ =
{0, 12 , 1, · · · , 2N−12 } の範囲で和をとると，式 (25) の
Wigner関数は実数で 1に規格化されていている．
4.2 特性関数からWeyl作用素の導出
特性関数を変形すると，
W˜Lm,n =
N−1∑
k
ω−2m(k+n)⟨ψ|k + 2n⟩⟨k|ψ⟩
= ⟨ψ|ω2mnQ−2mP−2n|ψ⟩ (27)
となり，ここから W˜Lm,n = Tr[ρWLm,n]とし，Weyl作
用素を
WLm,n = ω
2mnQ−2mP−2n (28)
と定義する．
4.3 Leonhardtの位相点作用素の導出
Leonhardt の位相点作用素は WL を 4pi で二重逆
Fourier変換することで定義される．
∆Lm,n =
1
N
∑
m′,n′∈I′
× exp
[
4pii
N
(mm′ + nn′)
]
WLm′,n′ (29)
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ここで式 (11)，(13)及び式 (15)で定義した位相演算子，
シフト演算子，反転演算子のインデキシングを I ′′ =
{0, 1, · · · , N − 1}とすると，式 (29)は
∆Lm,n = ω
−2mnQ2nP−2mT , (m,n ∈ I ′) (30)
と表せる．
5. 並進共変性
本研究の目的で使用するシンプレクティック共変性
について述べる前に，まず並進共変性について述べる．
5.1 連続空間上や奇数次元の離散空間上での並進共
変性
連続空間上で定義した位相点作用素や Cohendet et al.
が定義した位相点作用素は，位相空間上で原点の位相
点作用素を並進を表す群の射影表現であるWeyl作用素
で挟むと，その点での位相点作用素が定まるという性
質がある．
連続空間上ではWeyl作用素を
W (q, p) = exp
{
i
ℏ
(qˆp− pˆq)
}
(31)
とおくことで，位相点作用素は，
∆(q, p) =W (q, p)∆(0, 0)W †(q, p) (32)
と表せる．また，奇数次元の離散空間上ではWeyl作用
素を
Wm,n = ω
−mn/2QnP−m (33)
とおくことで，位相点作用素は，
∆m,n =Wm,n∆0,0W
†
m,n (34)
となる．式 (33)は式 (31)の自然な離散化となっている．
しかし，偶数次元の離散空間上では，仮想的自由度
(ghost variable)を含むために並進を表す群の射影表現
が知られていない．
6. シンプレクティック共変性
線形の正準変換であるシンプレクティック変換は，古
典力学系を不変にするものとして量子力学において重
要な対称性となっている．
また,シンプレクティック変換 Sからなるユニタリ表
現を U(S)として次式を定義する．
U(S)∆m,nU
†(S) = ∆S(m,n) (35)
全てのシンプレクティック変換 S に対して，先の並進
共変性と同様に式 (35)が成り立つとき，位相点作用素
∆m,n はシンプレクティック共変性を持つという．
先行研究では，
• 連続空間上において，位相点作用素をシンプレク
ティック共変にするようなシンプレクティック変換
の一部である回転 Rθ に対応する特定の U(Rθ)
• 奇数次元の離散空間上において，シフト演算子
と位相演算子を，ap, aq を位相因子として P ⇒
UPU† = apPκQλ，Q ⇒ UQU† = aqPµQν と変
換する条件 κν − µλ = 1
を導入すると，位相点作用素が唯一に決まる [5]．しか
し，U(S)の具体的な形は明示されていない．
7. シンプレクティック変換の群
7.1 離散空間上のシンプレクティック変換 S の定義
連続との類推から ZN×ZN の離散空間上においてシ
ンプレクティック変換 S の群 SpN を定義する．
SpN =
{(
a b
c d
)�����a, b, c, d ∈ ZN , |S| = 1N
}
(36)
7.2 Euclidアルゴリズム
シンプレクティック変換の群 SpN は，2 つの元
(h+, h−)から成り立っている群 Sp′N に等しい (SpN =
Sp′N )ことを示す．
h+, h− を次のように定義する．
h+≡
(
1 1
0 1
)
∈SpN , h−≡
(
1 0
1 1
)
∈SpN (37)
h+ と h− それぞれ n乗したものを S にかける．
h+
n·S =
(
a+ nc b+ nd
c d
)
(38)
S·h+n =
(
a na+ b
c nc+ d
)
(39)
h−n·S =
(
a b
na+ c nb+ d
)
(40)
S·h−n =
(
a+ nb b
c+ nd d
)
(41)
となる．ここでは行（列）を何倍かしたものをもう一
方の行（列）に加える操作を行っている．式 (38)∼(41)
を Euclidアルゴリズム 1とする．
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h+
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h−n·S =
(
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(40)
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となる．ここでは行（列）を何倍かしたものをもう一
方の行（列）に加える操作を行っている．式 (38)∼(41)
を Euclidアルゴリズム 1とする．
次に, ht を以下のように定義する．
ht≡
(
0 1
N − 1 0
)
∈SpN (42)
ht は h−N−1 を h+ で挟んだ形で表せる．
h+h
N−1
− h+ = ht (43)
したがって，ht∈Sp′N でもある．
S に ht をかけて，
ht · S =
(
c d
N − a N − b
)
(44)
S · ht =
(
N − b a
N − d c
)
(45)
となる．ここでは行（列）を入れ替えるような操作を
行っている．式 (44)，(45)を Euclidアルゴリズム 2と
する．
Euclidアルゴリズム 1，2を任意シンプレクティック
変換 S ∈ SpN の成分に対して応用すると，Sは h+, h−
のみで表すことができ,
SpN = Sp
′
N (46)
となる．
8. U(S)の射影表現とその一意性
ここからはシンプレクティック変換 S から得られる
ユニタリ表現 U(S)が射影表現を持ち，さらに一意性
を持つことを説明する．
8.1 射影表現
式 (35)を新たな U(S′)で挟むと
U(S′)U(S)∆m,nU†(S)U†(S′) = ∆S′S(m,n) (47)
と変形できる．ここで，シンプレクティック群の性質か
ら, S′S = S”とすると，
U(S”)∆m,nU
†(S”) = ∆S”(m,n) (48)
に変形できる．全ての位相点作用素に対して可換なも
のは単位行列の位相因子倍であることを利用して，
U(S · S′) = eiθU(S)U(S′) (49)
となり，U(S)が射影表現であることを示している．た
だし，U(S)はユニタリ性 (UU† = 1)を満たしている．
8.2 射影表現の一意性
任意のシンプレクティック変換 S は Euclidアルゴリ
ズムによって h+, h− のみで表せ，式 (49)と一緒に考
えると，任意のU(S)はU(h+)とU(h−)のみで表すこ
とができるので，U(S)の定義を
U(S) =
∏
s={+,−}
U(hs) (50)
とする．
ここで，シンプレクティック変換 S について注意が
必要である．それは，Sができる h+と h−の組み合わ
せが 1つではないとき，すなわち
S =
∏
s∈I1
hs =
∏
s∈I2
hs (51)
となるときである．I1, I2は +と −の組み合わせでで
きるもので，それぞれ+と−の順番が異なっているも
のである．U1(S), U2(S)は定義より
U1(S) =
∏
s∈I1
U(hs) , U2(S) =
∏
s∈I2
U(hs) (52)
である．ここで，式 (35)に両辺左から U †(S)，右から
U(S)をかけると，
U †(S)∆m,nU(S) = ∆S−1(m,n) (53)
となるはずである．このことから ∆m,n に左から
U†2 (S)U1(S)，右から U†1 (S)U2(S)をかけたものを考え
ると，(
U †2 (S)U1(S)
)
∆m,n
(
U †1 (S)U2(S)
)
= ∆m,n (54)
となる．更に，上と同様に位相点作用素の可換性も利
用して，
U1(S)
.
= U2（S） (55)
となる．つまり，h+や h−の組み合わせが異なっていて
も，S が等しければ U(S)は一意性を持つことになる．
以後，U(h+), U(h−)に関して詳しく述べる．
9. 奇数次元の離散空間上における U(h+), U(h−)
9.1 U(h+), U(h−)の具体的な導出と一般の奇数次元
での予想
式 (35)に両辺右からU(S)をかけ，S = h±とすると，
U(h±)∆Cm,n = ∆Ch±(m,n)U(h±) (56)
となり，前述で求めた位相点作用素を用いて式 (56)を
満足する U(h+), U(h−)を求める．最後に，ユニタリ
性を用いて U(h+), U(h−) を決定する．実際に N =
33
3, 5, 7 の次元で計算を行った．具体的に N = 3 での
U(h+), U(h−)を挙げる．
U(h+) =
1√
3
 1 ω
2 ω2
ω2 1 ω2
ω2 ω2 1
 (57)
U(h−) =
 ω
2
1
ω2
 (58)
このことから，一般の奇数次元の U(h+)と U(h−)を
U(h+) =
1√
N
∑
i,k∈I
|i⟩ω 12 (i−k)(i−k+N)⟨k| (59)
U(h−) =
∑
i∈I
|i⟩ω 12 i(i+N)⟨i|　 (60)
と予想する．
9.2 シンプレクティック共変性の確認
予想したU(h+), U(h−)が任意のCohendet et al.の位
相点作用素∆Cm,nに対してシンプレクティック共変性
U(h±)∆Cm,nU†(h±) = ∆Ch±(m,n)
を満足していることを確認する．ここでは計算が簡単
な為, U(h−)について述べる．
まず，式 (17)の位相点作用素 ∆Cm,n をブラケット
で表すと，
∆Cm,n =
∑
i
ω2n(−m+i)|i⟩⟨−i+ 2m| (61)
となる．したがって，
U(h−)∆Cm,nU†(h−)
=
∑
i
ω2(m+n)(−m+i)|i⟩⟨−i+ 2m|
= ∆Cm,m+n = ∆
C
h−(m,n) (62)
となり，シンプレクティック共変性を満たすことを確認
した．よって，一般の奇数次元の U(h−)の形は，
U(h−) =
∑
i∈I
|i⟩ω 12 i(i+N)⟨i|
であるといえる．
同様に，U(h+)に関しても予想した式 (59)がCohen-
det et al.の位相点作用素に対してシンプレクティック共
変性を満足することを確認した．
10. 偶数次元の離散空間上における U(h+), U(h−)
10.1 U(h+), U(h−)の具体的な導出と問題点
先ほどの奇数次元の離散空間上の U(h+), U(h−)の
導出を偶数次元の離散空間上でも同様に行う．
具体的に N = 2 における Leonhardt の位相点作
用素を用いて，シンプレクティック共変性を満足する
U(h+), U(h−)は,
U(h+) =
1√
2
(
1 i
i 1
)
(63)
U(h−) =
(
1
i
)
(64)
となった．しかし，式 (63)，(64)はシンプレクティック
変換の群が式 (36)の定義の下で射影表現を満足してい
ない．この問題点は Leonhardtが偶数次元における離散
空間上でWigner関数を構成するために，仮想的な自由
度 (ghost variable)を導入して変数の数を 2倍にしたこ
とによる．その為，偶数次元の離散空間上に作用する
シンプレクティック群についても考え直す必要がある．
次で偶数次元でのシンプレクティック群を再定義す
る．
10.2 偶数次元のシンプレクティック変換の群
偶数次元の離散空間上では Z2N×Z2N の空間であり，
シンプレクティック変換 S の群 Sp2N を次のように定
義する．
Sp2N ={(
a b
c d
)�����a, b, c, d ∈ Z2N , |S| = 12N
}
(65)
この定義の下で射影表現を考えてみる．
10.3 U(h+), U(h−)の射影表現の確認と一般の偶数次
元での予想
式 (63)について，
{U(h+)}4 = 1
4
(
−4 0
0 −4
)
.
=
(
1 0
0 1
)
= U(h+
4) = U(e) (66)
となり，U(h+)の射影表現が少なくとも1つ確認できた．
N = 2での U(h+), U(h−)から一般の偶数次元の形
を ω˜ = +ω 12 = +exp ( 2pii2N )として，
U(h+) =
1√
N
∑
i,k∈I′′
|i⟩ω˜(i−k)2⟨k| (67)
U(h−) =
∑
i∈I′′
|i⟩ω˜i2⟨i|　 (68)
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義する．
Sp2N ={(
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c d
)�����a, b, c, d ∈ Z2N , |S| = 12N
}
(65)
この定義の下で射影表現を考えてみる．
10.3 U(h+), U(h−)の射影表現の確認と一般の偶数次
元での予想
式 (63)について，
{U(h+)}4 = 1
4
(
−4 0
0 −4
)
.
=
(
1 0
0 1
)
= U(h+
4) = U(e) (66)
となり，U(h+)の射影表現が少なくとも1つ確認できた．
N = 2での U(h+), U(h−)から一般の偶数次元の形
を ω˜ = +ω 12 = +exp ( 2pii2N )として，
U(h+) =
1√
N
∑
i,k∈I′′
|i⟩ω˜(i−k)2⟨k| (67)
U(h−) =
∑
i∈I′′
|i⟩ω˜i2⟨i|　 (68)
と予想する．ここで I ′′ = {0, 1, · · · , N − 1}である．
10.4 シンプレクティック共変性の確認
次に奇数次元と同様に予想した U(h+), U(h−) が
Leonhardt の定義した位相点作用素 ∆Lm,n に対して，
シンプレクティック共変性
U(h±)∆Lm,nU†(h±) = ∆Lh±(m,n)
を満足していることの確認を行う．まず式 (30)で定義
した Leonhardtの位相点作用素を ω˜を用いて，
∆Lm,n = ω˜
−4mnQ2nP−2mT
=
∑
i∈I′′
ω˜4n(i−m)|i⟩⟨−i+ 2m| (69)
とする．ここでも計算が簡単な為，U(h−)の共変性に
ついて述べる．
U(h−)∆Lm,nU†(h−)
=
∑
i
ω˜4(m+n)(i−m)|i⟩⟨−i+ 2m|
= ∆Lm,m+n = ∆
L
h−(m,n) (70)
となり，シンプレクティック変換 S の群が Sp2N とし
たとき，シンプレクティック共変性を確認することが
できた．よって，一般の偶数次元の U(h−)の形は，
U(h−) =
∑
i∈I′′
|i⟩ω˜i2⟨i|
であるといえる．
同様に U(h+)に関しても式 (67)が Leonhardtの位相
点作用素に対してシンプレクティック共変性を満足し
ていることを確認した．
　　　　　　
11. 結　言
離散空間の場合，正準量子化するとき次のような連
続で用いる式を使っても量子化できない．
Hˆ = H(xˆ, pˆ) = − ℏ
2
2m
∂2
∂x2
+ V (x)
しかし，ハミルトニアンに位相点作用素をかけて積分
すると，次の式のようにWeyl順序で正準量子化したも
のにできる．
Hˆ(qˆ, pˆ) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
dqdpH(q, p)∆(q, p)
つまり位相点作用素さえ分かれば量子化ができること
になるが，これは連続と奇数個の格子点からなる離散
空間上の場合でしか証明されておらず，偶数個の格子
点からなる離散空間上の場合で適用するには位相点作
用素を一意的に決める必要がある．
今回我々の研究では，先行研究とは逆に，Cohendet
et al.や Leonhardtが定義した位相点作用素を用いて，
U(S)∆m,nU
†(S) = ∆S(m,n)
というシンプレクティック共変性を満足するシンプレク
ティック変換 Sの群の射影表現が存在するかを調べた．
まず，シンプレクティック変換 Sは，Eclidアルゴリ
ズムを用いて
h+ ≡
(
1 1
0 1
)
, h− ≡
(
1 0
1 1
)
の 2つで表せることが分かった．次に一般次元の U(S)
の形は，U(h+), U(h−)で表せることが分かり，
U(h+)odd =
∑
i,k∈I
|i⟩ω 12 (i−k)(i−k+N)⟨k|
U(h−)odd =
∑
i∈I
|i⟩ω 12 i(i+N)⟨i|
U(h+)even =
∑
i,k∈I′′
|i⟩ω˜ 12 (i−k)2⟨k|
U(h−)even =
∑
i∈I′′
|i⟩ω˜ 12 i2⟨i|
という形を予想し，それぞれの空間で定義された位相
点作用素に対して，シンプレクティック共変性を満足
するシンプレクティック変換の群が奇数次元では SpN
で，偶数次元では Sp2N となることが確認できた．
結果，シンプレクティック変換の群の射影表現が存
在し，かつ唯一で Eculidアルゴリズムを用いて U(S)
の具体的な形を導出することができる．
今後の課題として，連続空間上では奇数，偶数次元
の離散空間上と同様にシンプレクティック共変性を満
足する群の射影表現が唯一存在するか調べることが挙
げられる．
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